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Extended Abstract  

Introduction:  

Circular aquifers, such as those found in karst systems or fault-bounded basins, are common in nature and require 

precise modeling to understand their response to pumping. While extensive analytical solutions exist for rectangular, 

triangular, and semi-infinite aquifers, a comprehensive closed-form analytical solution for a finite circular aquifer 

with an arbitrarily located well has been notably absent. Previous studies have primarily focused on simpler 

geometries or relied on numerical approximations, leaving a gap in the direct analytical treatment of circular 

domains under pumping conditions. This study addresses this gap by developing a rigorous mathematical model 

capable of accurately predicting hydraulic head distribution and flow potential in a confined, homogeneous, and 

isotropic circular aquifer. The proposed solution eliminates the need for numerical discretization, offering a direct 

and computationally efficient tool for groundwater management in circular or near-circular aquifer systems. 

 

Materials and Methods:  

This study presents a rigorous closed-form analytical solution for modeling groundwater flow to a pumping 

well in a finite, homogeneous, isotropic, and confined circular aquifer. The aquifer has a fixed radius bb, and 

the well, with an infinitesimal radius, is positioned arbitrarily at coordinates (r0, θ0) with a constant pumping 

rate Q. The mathematical formulation begins with the governing partial differential equation in polar 

coordinates, which is the Poisson equation incorporating a point source term: 
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where ϕ (r, θ) is the hydraulic head, and the right-hand side uses the Dirac delta function δ to localize the 

source/sink. The physical constraints are enforced by two boundary conditions: (1) the head remains finite at 

the origin 

0

lim
r

  , and (2) the head is constant (set to zero) at the outer circular boundary, ϕ(b,θ)=0. 

The solution methodology employs the Green's function approach combined with a Fourier series expansion. 

First, the unknown potential is expanded into a full trigonometric series: 

0

1

1
( , ) ( ) ( ( )cos ( )sin )

2
nc ns

n

r r r n r n




        
 

A similar expansion is applied to the source term. Substituting these series into the governing PDE decomposes 

the two-dimensional problem into an infinite set of one-dimensional ordinary differential equations for the 

radial coefficients ϕn(r).The core of the solution is the construction of the Green's function G(r,θ;ρ,ψ) for the 

corresponding Dirichlet boundary-value problem on a circle. Due to different fundamental solutions, the cases 

for n=0 and n≥1 are treated separately. For n=0, the radial component is logarithmic: 
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For n≥1, the solution involves power laws: 

                                                 
1- Soil Conservation and Watershed Management Research Department, Chaharmahal and Bakhtiari Agricultural and Natural Resources Research and 

Education Center, AREEO, Shahrekord, Iran.  
2- Soil Conservation and Watershed Management Research Department, Chaharmahal and Bakhtiari Agricultural and Natural Resources Research and 
Education Center, AREEO, Shahrekord, Iran. 

* Corresponding Author: a.karimipour@areeo.ac.ir 

Received: 2026/01/01                              Accept: 2026/02/15 

https://doi.org/10.22034/iwrj.2026.14856.2623
mailto:a.karimipour@areeo.ac.ir


 

 

2

2

1
( , )

2

n n

n
n n

r r
r

b
g r

n r
r

r b

   
    

   
 

   
    

   







 


 

The complete Green's function is then: 
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The final expression for the hydraulic head is obtained via convolution and simplifies, after applying the 

properties of the delta function, to a closed-form series solution: 
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This infinite series can be summed analytically using known identities, resulting in compact algebraic formulas valid 

in the regions r≤r0 and r≥r0. The analytical results were successfully validated against a finite-element numerical model. 

 

Results and Discussions: 

The application of the developed analytical solution to a confined circular aquifer with parameters b=7m, r0=3m,  θ0

=50∘, Q=−100 m3/d, and T=5 m2/d revealed several key hydraulic behaviors. The primary outcome is the 

clear asymmetric drawdown distribution resulting from the well’s off-center position. The drawdown cone is 

deepest immediately around the well location and becomes progressively shallower with increasing radial distance, 

visualized in the dimensionless drawdown contour plot. The non-concentric nature of the equipotential lines is 

distinctly captured in the hydraulic head contour map, where contours are elliptical and skewed away from the 

geometric center of the aquifer, demonstrating that symmetry is broken when the well is not at the center. A detailed 

analysis of drawdown profiles along various angular directions relative to the well’s azimuth further quantified this 

asymmetry. The maximum drawdown occurs precisely along the radial line corresponding to the well’s own 

azimuth (θ=50∘). As the angular deviation from this direction increases, the drawdown magnitude at a given radial 

distance systematically decreases. For instance, the drawdown along  θ=67.5∘ is less than that at  θ=50∘, and the 

profile along  θ=90∘ shows even lower values. This pattern conclusively illustrates how the aquifer’s circular 

geometry and the well’s specific location jointly control the spatial pattern of the cone of depression. Validation 

against a numerical model confirmed the high accuracy and reliability of the analytical solution. A finite-element 

model was constructed for the identical aquifer setup. A comparison of the drawdown versus radial distance profiles 

along two distinct directions (θ=67.5∘ and  θ=90∘) showed nearly perfect overlap between the analytical and 

numerical results. The minor discrepancies were within negligible numerical tolerance, verifying that the closed-

form solution correctly solves the governing equations and boundary conditions without the approximations 

required in numerical discretization. This successful validation establishes the solution as a robust and efficient tool 

for predicting head distributions in finite circular aquifers. 
 

Conclusion:  

This study successfully developed a rigorous closed-form analytical solution for predicting hydraulic head distribution 

and drawdown in a finite, confined, circular aquifer subjected to pumping from a well at an arbitrary location. By 

employing Green's function and Fourier series techniques, the governing equation was solved analytically, resulting 

in a direct mathematical formula. The solution efficiently captures the asymmetric hydraulic response caused by an 

off-center well, eliminating the need for numerical approximations. Validation against a finite element model 

demonstrated excellent agreement, confirming the solution's accuracy. This analytical tool provides a practical and 

efficient means for well placement optimization, capture zone delineation, and management of circular or near-circular 

aquifers, such as karst systems. The methodological framework established here also holds potential for extension to 

more complex hydrological conditions, including heterogeneous or anisotropic properties. 
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 ای با چاه پمپاژ در موقعيت دلخواهی معادله لاپلاس برای توزيع هد هيدروليکي در آبخوان دايرهحل بسته
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 چکيده 

سازی رفتار هیدرولیکی حل ریاضی دقیق و کامل برای مدلراهای ممکن است در طبیعت یافت شوند. این پژوهش یک های دایرهآبخوان

 یکینامیدرودیه رفتار بهتر درک یبرا کارآمد یابزار عنوانبه تواندیم حلراه نیا .دهدای تحت اثر پمپاژ را ارائه مییک آبخوان دایره

با فرض همگن و ایزوتروپ بودن آبخوان، معادله حاکم بر  .ردیگ قرار استفاده مورد پمپاژ یهاچاه ینهیبه یطراح و یارهیدا یهاآبخوان

ته حل نهایی به یک فرمول ریاضی بسجریان آب زیرزمینی در شرایط پایدار با استفاده از روش تابع گرین و بسط سری فوریه حل شد. راه

را  هیدرولیکی و تابع پتانسیل جریان ی توزیع هدهبکند. این فرمول امکان محاسو مستقیم تبدیل شد که محاسبات را بسیار آسان می

نتایج نشان داد که به دلیل قرارگیری چاه در موقعیتی غیرمرکزی )در  .نمایددر هر نقطه از آبخوان و برای هر محل دلخواه چاه فراهم می

در راستای موقعیت چاه  .ست(، توزیع هیدرولیکی در اطراف آن کاملاً متقارن نینسبت به افق درجه ۰۵متری از مرکز با زاویه  ۳فاصله 

دهنده تأثیر درجه( بود که نشان ۰۵بیشتر از راستای عمود بر آن ) به طور محسوسی(، افت سطح آب نسبت به افق درجه ۰۵در راستای )

سازی ه، نتایج آن با یک شبیارائه شده برای اعتبارسنجی حل تحلیلیقوی موقعیت غیرمرکزی چاه بر توزیع نامتقارن مخروط افت است. 

آب  های افت سطحافزار متلب مقایسه شد. این مقایسه به صورت کمی و با استفاده از پروفیلعددی مبتنی بر روش اجزای محدود در نرم

و خطای  (R²) های آماری ضریب تعیینانجام گرفت. برای سنجش میزان انطباق، از شاخصθ=90 ° وθ=67.5 ° یدر دو راستای زاویه

که بیانگر  باشدمی ۵9/۵و  ۰9/۵به ترتیب ، هامقادیر این شاخصنشان داد که  اتاستفاده شد. محاسب (RMSE)ریشه میانگین مربعات 

د و نکنقابلیت اطمینان بالای حل تحلیلی ارائه شده را تأیید می این نتایج، بین دو مجموعه داده است.  خوبهمبستگی و انطباق بسیار 

ی ای و طراحی بهینههای دایرهعنوان ابزاری کارآمد برای درک بهتر رفتار هیدرودینامیکی آبخوانهتواند بمی حلد که این راهندهنشان می

 شود.های پمپاژ استفاده چاه

 

حل تحلیلی، هد هیدرولیکی شعاع تاثیر،  تابع گرین، ای، پمپاژ چاه،آبخوان دایره: ی کليدیهاواژه
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 مقدمه  

مدیریت پایدار منابع آب زیرزمینی مستلزم درک کمی و کیفی 

ها در برابر عوامل مؤثری مانند پمپاژ از واکنش آبخوان

مدلسازی، یعنی هاست. در این راستا، دو رویکرد اصلی چاه

در  .ای دارندهای تحلیلی و عددی، هر کدام جایگاه ویژهروش

 یهای تحلیلی نیز به عنوان ابزارهایروش های عددی،کنار روش

این  .سازی هیدروژئولوژیک مطرح هستندقدرتمند در مدل

های دقیق ریاضی به معادلات حاکم تحت ها که پاسخحلراه

دهند، ایزوتروپی( ارائه می فرضیات معین )همچون همگنی و

تر نسبت به امکان تحلیل سریع، کارآمد و بینش عمیق

سازند. این امر به ویژه های بنیادی جریان را فراهم میمکانیزم

در مراحل اولیه طراحی، بررسی سناریوهای مختلف و 

شود. البته، سازی اولیه، مزیت قابل توجهی محسوب میبهینه

های رایط ناهمگن، ناهمسان و هندسهدر مسائل پیچیده با ش

های تحلیلی به طور کامل برقرار نامنظم که فرضیات روش

پذیری و قابلیت بیشتری برای های عددی انعطافنیست، روش

دهند. بنابراین، انتخاب روش گرایانه ارائه میسازی واقعشبیه

بایست با در نظر گرفتن هدف مطالعه، پیچیدگی مناسب می

 .های هر یک از رویکردها صورت پذیردحدودیتمسئله و م

 ها و شرایطهای تحلیلی برای هندسهحلبا این وجود، توسعه راه

مرزی مختلف همواره به عنوان یکی از محورهای اصلی تحقیقات 

های پیشین موفق به هیدروژئولوژیک مطرح بوده است. پژوهش

 از جمله :دانهای تحلیلی برای مسائل متنوعی شدهحلارائه راه

تحت تأثیر تغییرات سطح آب  مستطیلی هایتحلیل آبخوان

 Upadhyaya) تعامل با نهرها ، (Mahdavi, 2015) رودخانه

and Chauhan, 2001  وHuang et al., 2014 ) مدلسازی

 مثلثی هایبخوانآجریان به سمت چاه در 

 (Asadi-Aghbolaghi and Seyyedian, 2010)  بررسی  و

 Kacimov et) هاپدیده تغذیه ناشی از بارش در این آبخوان

al., 2016; Mahdavi and Seyyedian., 2014).  مچنینه ،

 ،(Mahdavi, 2019) نشتی هایهایی برای آبخوانحلراه

 ,.Xie et al) ن آبخواتحلیل تبادل آب و املاح بین رودخانه و 

بینی اثر پمپاژ بر سطح آب در مجاورت نهرهای پیش ،(2016

، تعیین نرخ (Intaraprasong and Zhan, 2007) تراوانیمه

بررسی ، (Asadi-Aghbolaghi et al., 2013) ژ پمپابحرانی 

 ,Chuang and Yeh) پاسخ آبخوان به نوسانات جزر و مد

2011; Xia et al., 2007)  های تحلیلیو حتی ارائه چارچوب 

 (Barlow et al., 2000) برای محاسبه نشت و ذخیره ساحلی

 .اندتوسعه یافته

رغم این گستره وسیع از دستاوردهای تحلیلی برای علی

 خلأ ، یکنهایتبیمستطیلی، مثلثی یا نیمه هایهندسه

حل تحلیلی عدم ارائه یک راه :خوردبه چشم میپژوهشی 

ای هندسه دایره یک آبخوان بارای ب  (Closed-form) بسته

محدود که در آن یک چاه پمپاژ در موقعیتی کاملاً دلخواه 

این در حالی است که چنین  ؛)غیرمرکزی( قرار دارد

های طبیعی مانند ساختارهای کارستی هایی در سیستمآبخوان

ت یاف در طبیعتهای حلقوی های محصورشده با گسلیا حوضه

ا برای تحلیل، طراحی و حل، مهندسان رشوند. نبود این راهمی

برداری از این منابع ارزشمند، کاملاً به سازی بهرهبهینه

های رغم قابلیتهای عددی وابسته کرده است که علیروش

های ورودی بیشتری هستند و بالا، نیازمند زمان، هزینه و داده

امکان بررسی سریع و تحلیل حساسیت پارامترها را به آسانی 

 .کنندفراهم نمی

ل برای تکمی ضرورتی علمی و کاربردی ،فنی خلأپرکردن این 

ابزار تحلیلی مهندسی آب زیرزمینی و ارتقای کیفیت مدیریت 

رود. دسترسی به یک شمار میشکل بهای های دایرهآبخوان

 ارزیابی فوری تأثیر موقعیت چاه فرمول تحلیلی مستقیم، امکان

 دقیق محدوده آبگیریبر توزیع نامتقارن افت سطح آب، ترسیم 

را با سرعت و دقت بالایی ممکن  یابی چاهسازی مکانو بهینه

 .سازدمی

، توسعه و ارائه هدف اصلی و نوآوری این پژوهش بر این اساس،

 برای معادله لاپلاس حل تحلیلی بسته، کامل و ریاضیراه اولین

)پواسون( حاکم بر جریان پایدار در یک آبخوان محصور، همگن 

ای است که در آن یک چاه با موقعیت قطبی یزوتروپ دایرهو ا

شده است. برای اقع و Q  و با نرخ پمپاژ ثابت )0θ,0r(  دلخواه

تابع گرین همراه با بسط سری  روشدستیابی به این هدف، از 

شود تا میدان کامل در مختصات قطبی استفاده می فوریه

پتانسیل )هد هیدرولیکی( به صورت یک فرمول جبری مستقیم 

 تقریب عددیبا یا و سازی و بدون نیاز به هیچ گونه گسسته

را  موجود در این زمینهحل نه تنها خلأ استخراج گردد. این راه

رمول فمهندسی به یک له أمسکند، بلکه با تبدیل یک پر می

را  ابزاری کارآمد، سریع و قابل اعتماد محاسباتی ساده،

های منحنیها، تحلیل حساسیت، ترسیم طراحی بهینه چاه یبرا

 ای یا نزدیک به دایرههای دایرهافت و مدیریت آبخوان همتراز

دهد و گامی ضروری در آب قرار می مهندساندر اختیار  را

های مطالعات راستای افزایش دقت و کاهش هزینه

 .داردهیدروژئولوژیک برمی

(2015)Moheghian and Asadi Aghbolaghi ، یک راه 

حل تحلیلی برای بررسی نوسانات آب زیرزمینی ناشی از جزر و 
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مد در یک سیستم آبخوان ساحلی ناهمگن با طول محدود 

دادند که شامل یک آبخوان آزاد در بالا، یک آبخوان توسعه 

مام ها بود و تتراوا بین آنمحصور در پایین و یک لایه نیمهنیمه

ها به صورت ناهمگن در نظر گرفته شدند. برای بررسی لایه

معرفی شدند که  2L و 1L نتایج، پارامترهای بدون بعدی مانند

تراوای سمت چپ و نیمهدهنده نشت در لایه به ترتیب نشان

راست بودند. نتایج نشان داد که دامنه نوسانات در آبخوان آزاد 

محصور یابد، اما در آبخوان نیمهبا افزایش نشت افزایش می

کند. زمانی که طول آبخوان در دو طرف برابر کاهش پیدا می

متر باشد، برای مقادیر خاصی از نشت، کمترین دامنه  5۵۵

دهد. متر رخ می ۰۵و  ۳۰، 0۵ب در فواصل نوسانات به ترتی

همچنین افزایش ضریب ذخیره در آبخوان آزاد باعث کاهش 

محصور شود، در حالی که در آبخوان نیمهنوسانات سطح آب می

تغییرات این ضریب تأثیر چشمگیری ندارد و نوسانات تقریباً 

 ماند. از سوی دیگر، افزایش ضریب انتقال در هر دو نوعثابت می

محصور( منجر به افزایش دامنه نوسانات آبخوان )آزاد و نیمه

 .گرددسطح آب می

Shah Hosseini et al. (2018) ای تحلیلی به در مطالعه

رودها پرداخته و تأکید کردند که بررسی هندسه پایدار پیچان

برقراری تعادل بین شکل و ابعاد مقطع هندسی رودخانه و شیب 

ترین ولیکی و رسوبی حاکم، یکی از مهمطولی آن با شرایط هیدر

های رفتاری مورد توجه مهندسان رودخانه است. هدف ویژگی

اصلی و نوآوری این تحقیق، استخراج تحلیلی روابط هندسه 

در  رودها وهیدرولیکی با لحاظ کردن اثر جریان ثانویه در پیچان

 ریبود. در این راستا، مبانی تئو ۰/0تا  0۰/5محدوده سینوسیته 

رژیم و روابط هندسه هیدرولیکی مرور شد و با استفاده از چهار 

معادله پیوستگی، مقاومت جریان، تابع شیلدز و جریان ثانویه، 

دست آمد. پس از واسنجی روابط مورد نظر به صورت تحلیلی به

داتی های مشاهمدل، نتایج محاسباتی تطابق نسبتاً خوبی با داده

هایی نیز مشاهده شد که به فرضیات نشان دادند، هرچند اختلاف

منظور بررسی در نظر گرفته شده در مدل نسبت داده شد. به

سنجی میزان حساسیت مدل به پارامترهای ورودی، حساسیت

 داشتن سایر عوامل انجامبا تغییر هر یک از پارامترها و ثابت نگه

توجه تغییرات دهنده تأثیر قابلگرفت که نتایج آن نشان

 .های مدل بودرها بر خروجیپارامت

نوآوری اصلی این پژوهش، ارائه یک حل تحلیلی بسته و کامل 

ای محدود با چاه پمپاژ در موقعیت دلخواه برای آبخوان دایره

صورت تحلیلی و دقیق حل  تا پیش از این به است. این مسئله

 های مستطیلی،. مطالعات پیشین عمدتاً بر آبخواناستنشده 

یق ند، در حالی که این تحقاهنهایت متمرکز بودبی نیمهمثلثی یا 

 های طبیعیای محدود تمرکز کرده که در پدیدهبر آبخوان دایره

های کارستی رایج است. یک تمایز مهم دیگر، در مانند سیستم

نظر گرفتن موقعیت چاه است. در گذشته چاه معمولاً در مرکز 

، اما در این روش، شدهای متقارن خاصی فرض مییا موقعیت

تواند در هر نقطه دلخواه داخل دایره قرار گیرد. از نظر چاه می

 های عددی یا نیمهحل، این پژوهش برخلاف روشنوع راه

تحلیلی رایج، یک حل تحلیلی دقیق و بسته بر پایه تابع گرین 

های عددی را دهد که نیاز به تقریبو بسط فوریه ارائه می

شده به یک  حل ارائه کاربرد عملی، راهکند. در برطرف می

های فرمول جبری تبدیل شده که محاسبات را برای آبخوان

ین، کند. همچنای بسیار سریع و کارآمد میتقریباً دایره یطبیع

طور دقیق اثر عدم تقارن ناشی از موقعیت این روش به

دهد و شکل مخروط افت بیضوی و غیرمرکزی چاه را نشان می

 مهمکند. دستاوردهای را مدل می همتراز نامتقارن هدخطوط 

ای برای آبخوان دایره مطالعاتاین کار عبارتند از پر کردن خلأ 

ازی سحل مستقیم و کارآمد که نیاز به گسستهمحدود، ارائه راه

سازی مکان کند، ایجاد ابزار عملی برای بهینهعددی را حذف می

واند تریاضی که می ولاسیونفرمچاه و مطالعه حساسیت و ایجاد 

رای ، این پژوهش بنتیجهتر توسعه یابد. در برای شرایط پیچیده

د گذارمیما حل ریاضی دقیق و آماده در اختیار اولین بار یک راه

تواند توزیع هد هیدرولیکی، شکل مخروط افت و پتانسیل که می

ای، ای محصور با چاه در هر نقطهجریان را در یک آبخوان دایره

 سازیتنها با وارد کردن پارامترهای اصلی و بدون اجرای شبیه

عددی، محاسبه کند.  سرعت، دقت و سهولت، تمایز عمده این 

 .های پیشین استکار با روش

 

 هامواد و روش

 مدل رياضي

 تابع هد هيدروليکي

 فرض چندین مورد نظر، آبخوان بر حاکم معادله حل برای

 :است شده گرفته نظر دربه شرح زیر  کنندهساده

 .است دو بعدی صفحه در زیرزمینی آب جریان. 5

( T) انتقال پذیری ضریب و است ایزوتروپیک و همگن آبخوان. 0

 .دارد ثابتی( k) هیدرولیکی هدایت و

)با هد ثابت در مرز یا ای محدود دایره آبخوان. ۳ , ) 0b   

 (.5 ) شکل است

 کاملاً آبخوان داخل در دلخواه موقعیت باکامل  چاه یک. 0

 در تثاب برداشت نرخ با و کوچک نهایتبی شعاع با نفوذپذیر،

 .است شده گرفته نظر
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 با آبخوان بر حاکم معادله ،(θ،r) قطبی مختصات از استفاده با

 :شودمی توصیف زیر معادله

(5) 2

2 2

1 1
( ) ( , )r f r

r r r r

 




  
 

  
 

 در آن که
0 0( , ) ( ) ( )

Q
f r r r

r
       .در است 

  دیراک دلتای تابع δو  تابع پتانسیل دهنده نشان Φ ،معادله این

 Qپمپاژ  نرخ با (r₀, θ₀) چاه محل در جرم انتقال دهنده نشان

 منفی علامت و تزریق دهنده نشان Q مثبت علامت که است،

  .است پمپاژ دهنده نشان

 
ای که جريان زيرزميني دايره آب سفره شماتيک نمايش -1شکل 

 دلخواه مختصات در را چاه موقعيت توپر نقطه. هددچاه را نشان مي

(θ₀،r₀ )دهدمي نشان . 

 

 سیلتابع پتان حسب بر مرزی شرایط مسئله، کردن فرموله برای

 واقعیت کننده منعکس که شوندمی تعریف زیر صورت به

 دایره یک )روی است سیستم فیزیکی

 0 ,0 2r b       شعاع با b ).  شرایط مرزی به

 صورت زیر است:

0
lim ( , ) ( , ) 0
r

r and b   


  (0) 

( یا r=0شرط مرزی در مرکز آبخوان ) تفسیر

0
lim ( , )
r

r 


  هد هیدرولیکی که  بدین صورت است

داشته  یمقدار محدود و معقول در مرکز هندسی آبخوان باید

شود که حل ریاضی در نقطه این شرط مانع از آن میباشد. 

 .مرکز به بینهایت میل کند، که از نظر فیزیکی غیرممکن است

ی اچاه پمپاژ در نقطه دلیل لحاظ کردن این شرط آن است که

قرار دارد، بنابراین در خود مرکز چاهی  )0r<0( غیر از مرکز

هد در آن  داشتیموجود ندارد. اگر چاه در مرکز بود، انتظار 

نقطه به دلیل پمپاژ کاهش یابد، اما همچنان مقدار آن باید 

 (r=b)شرط مرزی مرز خارجی شرط مرزی دوم،  .متناهی باشد

ه در لب این شرط بدین شرح است:تفسیر است.  θ,b(ϕ(=0یا 

ثابت و برابر با  هد هیدرولیکی ،(b) شعاع با ای آبخواندایره

 نیا.شودصفر( در نظر گرفته می در اینجا( یک مقدار مرجع

 کی است، مانند ثابت یکیدرولیه مرز کی دهندهنشان شرط

 کی ای کندینم رییتغ آن آب سطح که اچهیدر ای رودخانه

 نیا .کندیعمل م انیجر مرز عنوان به که ثابت هد با منطقه

 احساس آبخوان مرز در چاه پمپاژ ریتأث که شودیم باعث شرط

 داخل به( رودخانه)مثلاً  یرونیب منبع از آب یعنی نشود،

ط یشرا  قین تحقیدر ا .شود پمپاژ جبران تا ابدی انیجر آبخوان

مسئله  زیرا نیست،مطرح   (Initial Conditions) هیاول

نبوده و مقدار تابع در زمان  (Transient) وابسته به زمان

 شود. نمی تعریف آغازین

 با الذکرفوق  مسئله برای closed form تحلیلی حل راه

 دست به زیر مراحل کردن دنبال و با گرین تابع از استفاده

 :آیدمی

 حل: 

این است که پاسخ معادله اصلی  منظور ،ویژه تابع بسط روش در

 صورت یک انتگرال به به( 0) تحت شرایط مرزی( 5معادله)

 شود:داده میش ینما زیر صورت

(۳) 2

0 0
( , ) ( , ; , ) ( , )

b

r G r f d d


            

 شود.میتعیین  (G) در نهایت تابع گرین و

از مساله شرح داده شده توسط روابط  θ(r,Φ(  تابعابتدا جواب 

به شکل زیر  سری فوریه مثلثاتی یک به صورت( 0( و )5)

 شود:داده می نمایش

(0) 
0

1

1
( , ) ( )

2

( ( )cos ( )sin )nc ns

n

r r

r n r n

  

   




 



 

ه توان برا نیز می  ,θf(r( (، یعنی5سمت راست معادله ) ترم

 داد.نمایش به صورت زیر یک سری فوریه  صورت

(۰) 
0

1

1
( , ) ( )

2

( ( )cos ( )sin )nc ns

n

f r f r

f r n f r n



 




 



 



 ...ای با ی معادله لاپلاس برای توزيع هد هيدروليکي در آبخوان دايرهحل بسته           101

 

 

 دادن قرار برابر و( 5) معادله در( ۰) و( 0) هایبسط جایگذاری با

 معمولی دیفرانسیل معادله طرف، دو در سری متناظر ضرایب

 آید.می دست به زیر خطی

(9) 2

2

( )
( ) ( ) ( )n

n n

d d r n
r r rf r

dr dr r


   

معادله  nΦ(r) جواب که بیانگر آن هستند( 0) معادله معادلات

 زیر قرار گیرد: مرزی شرایط تحت باید( 9)

(7) 
0

lim ( ) ( ) 0n n
r

r and b 


  
 

های معادله همگن متناظر شایان ذکر است که مجموعه جواب

1n با حالت n=0  ( برای حالت9) معادلهبا    .متفاوت است

که در حین ساخت تابع گرین برای مسئله این بدان معناست 

(، این دو 7( و )9شده توسط معادلات ) مقدار مرزی توصیف

 .حالت باید به صورت جداگانه در نظر گرفته شوند

 شده داده شرح مرزی مقدار مسئله باشد، n=0 که حالتی در

 :شودمی ساده زیر صورت به( 7) و( 9) توسط معادلات

(2) 0
0

( )
( ) ( )

d d r
r rf r

dr dr


  

(۰) 
0 0

0
lim ( ) ( ) 0
r

r and b


   

 

) توابع ) lnr r  و ( ) 1r  همگن معادله هایپاسخ 

 کلی جواب توانمی بنابراین، ؛دهندرا تشکیل می( 2) معادله

 نوشت:به صورت زیر را ( 2) معادله

(5۵) 0 1 2( ) ( )ln ( )r c r r c r   

 

حاصل نتیجه زیر  ،(2)معادله  در معادلهاین  جایگذاری با

 :شودمی

(55)  
1 0( ) ( )c r rf r   

 و  

(50) 2 0( ) ln( ) ( )c r r r f r  

 شود:میگیری نتیجه انتگرالسپس با 

(5۳) 
1 0 1

0
( ) ( )

r

c r f d D     

 و

(50) 
2 0 2

0
( ) ln( ) ( )

r

c r f d D     

 

 جملات وشود  جایگذاری( 5۵) معادله در فوق عبارات وقتی

به صورت ( 2) معادله عمومی جواب شوند ترکیب هم با انتگرال

 آید:میزیر بدست 

(5۰) 
0 0 1 2

0
( ) ln ( ) ( ) ln( )

r

r f d D r D
r


     

 

 برابر است با: 2Dو  1Dضرایب 

1 2 0
0

0 , ln ( ) ( )
b

D D f d
b


     

به  (، مقادیر ثابت۰) معادلهبا در نظر گرفتن شرایط مرزی در 

در معادله فوق  ثابتمقادیر . با جایگذاری این دآیدست می

، جواب مسئله مقدار مرزی توصیف شده توسط ₀ϕ(r) برای

 :آید( به شکل زیر درمی۰( و )2معادلات )

(59) 
0 0

0

0
0

( ) ln ( ) ( )

ln ( ) ( )

r

b

r f d
r

f d
b


   


  








 

 توان آن را به صورت انتگرال زیر بازنویسی کرد:که می

(57) 
0 0 0

0
( ) ( , ) ( )

b

r g r f d      

 باشد:به صورت زیر می 0g(r,ρ)(، 57) معادلهدر 

(52) 

0

ln ( )

( , )

ln( )

for r
b

g r
r

for r
b











 
 


 

 

( 2)روابط که نشان دهنده تابع گرین مسئله همگن مربوط به 

 .( است۰و )

1n حالت برای ( بدون تغییر باقی می9، معادله ) ماند و

 ، از(7) و( 9)معادلات  توسط شده توصیف مرزی مقدار مسئله

 است، اویلر-کوشی نوع آنها از بر حاکم معادله که آنجایی

  -nتوابع از استفاده با را آن هایجواب مجموعه توانیممی

rΦ(r)= وn (r)=r Φ معادله عمومی جواب در نتیجه داد. تشکیل 

 برابر است با: ( 9)

1 2( ) ( ) ( )n n

n r c r r c r r   

)در نهایت  )n rآید:دست میهبه صورت زیر ب 

(5۰)  

0

1 2

1
( )

2

( )

nn
r

n

n n

n

r
r

n r

f d D r D r






   

  
     

    

 

 

 

   شود:نتایج زیر حاصل می (7) معادله مرزی با اعمال شرایط

(0۵) 2

1 20

0 ,

1 1
( )

2

n n
b

n

D

D f d
n b


  





    
    

    

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دست هبنتیجه زیر (، 9) معادلهبا جایگذاری این ضرایب در 
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)توانمی )n r زیر نوشت:شکل به تر به صورت فشردهرا   
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. گرددمی به صورت زیر تعریف بخش در دو ng (r,ρ)  که تابع

rبرای حالت است زیر صورت به: 
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)  اکنون به بررسی ضرایب )n c rو ( )n s r( 0) معادلهر بسط د

دهد ( نشان می00) معادلهعبارت موجود در  شود.پرداخته می

( را 0) معادلهکه ضرایب کسینوسی و سینوسی سری فوریه در 

) رینگتوان بر حسب توابع می , )ng r 0 و ( , )g r   به صورت
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 شود:نتیجه زیر حاصل میفوریه  روابط بر طبق
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)جایگذاری با )ncf و( )nsf  معادلهدر ( 02) و( 07) از روابط 

 مقدار مسأله سپس ساده سازی جواب و( 09) و( 0۰) ،(57)

دست هبه صورت زیر ب( 0) و( 5)روابط  توسط شده بیان مرزی
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 صورت به مثلثاتی سری دو ترکیب از پس را آن توانمی که

 زیر نوشت: فشرده
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(، تابع گرین مربوط به مسئله دیریکله برای ۳۵) معادلهمطابق 

 :به شکل زیر است b ای به شعاعمعادله لاپلاس روی دایره
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 شود:به فرم زیر ساده می(، ۳5) معادله r ≤ ρ حالتدر 
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  معادلهبا استفاده از 
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1 , 0 2     آید:دست میهبزیر  معادله 
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 گردد: (، به صورت زیر بیان می۳5) معادله،  r ≥ ρبرای حالت 
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 آید:دست میهسازی تابع گرین به صورت زیر بسادهپس از 
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 :گرددمحاسبه می زیر صورت به h(r,θ)تابع بنابراین،
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در نتیجه تابع توزیع پتانسیل آبخوان به صورت زیر تعیین 

 گردد: می
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 نتايج و بحث

شود.  ینظر گرفته م در یمثال عدد کی ج،یبهتر نتا نییتب یبرا

، b=7m  ،=3m0r  ،=500θ  یمثال، با فرض پارامترها نیدر ا

=8m1h ،/d3Q=100m  و/d2T=5m ای،آبخوان دایره در یک 

افت و هد هیدرولیکی به ترتیب های همتراز مخروط منحنی

، ناحیه 0در شکل .  اندارائه شده ۳و  0های مطابق شکل

ایستابی اولیه )پیش از آغاز پمپاژ( را  رنگ، سطح خاکستری

دهد که در آن افت تراز آب زیرزمینی برابر صفر است. نشان می

همچنین، خطوط با زوایای صفر و پنجاه درجه و نیز محل 

 .اندقرارگیری چاه در این شکل مشخص شده

 

 

 ( drawdownهای همتراز بي بعد مخروط افت سطح آب )منحني  -0شکل 
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 سطح آب در امتدادهای مختلف افت یهاليپروف -1 شکل

 

سطح آب  مخروط افتبی بعد های همتراز منحنی، 0شکل 

(Cone of depression)  چاه پمپاژ در یک یک در اطراف

همانطور که در شکل مشخص . دهدرا نشان میای آبخوان دایره

مخروط افت در نزدیکی چاه بیشترین عمق را دارد و با است 

 ۳ شکلنمودار . یابدافت کاهش می پمپاژ دور شدن از چاه

 تموقعی به نسبت مختلف زوایای در های افت سطح آبپروفیل

هر منحنی مربوط به یک زاویه خاص دهد. می را نمایش چاه

افت سطح آب در باشد. می، ... درجه( 0۰، 00۲۰، ۵)مانند 

درجه( بیشترین θ=50 )ای که چاه در آن قرار دارد راستای زاویه

یابد که با تغییر زاویه، افت کاهش می .مقدار را دارد

این است.  افت توزیع بر گیری چاهتأثیر جهت دهندهنشان

 مکک ایدایره آبخوان در الگوی نامتقارن افت به درکها پروفیل

را  بی بعد هد هیدرولیکی های همترازمنحنی، 0 شکل کنند.می

های همتراز منحنییک از هر . دهدمی نمایشدر صفحه آبخوان 

های منحنی .است یکسان هد هیدرولیکی بیانگر نقاطی با

های متحدالمرکز نیستند، در اطراف چاه به شکل دایره همتراز

رنگ در شکل  ناحیه سبزقرار ندارد. زیرا چاه در مرکز آبخوان 

عد هد هیدرولیکی سطح آب پیش از آغاز ب ، توزیع اولیه بی0

شود، هد طور که مشاهده میدهد. همانپمپاژ را نشان می

 .سان استهیدرولیکی در تمام این ناحیه مقداری ثابت و یک

 یعدد مدل کی از شده، ارائه یلیحل تحلراه یاعتبارسنج یبرا

 (Finite Element Method) محدود یاجزا روش بر یمبتن

، است شده یسازادهیپ MATLAB افزارنرم طیکه در مح

 حل صحت دییتأ ،یعدد یمدلساز نیا از هدف. دیاستفاده گرد

 اب یارهیدا آبخوان در پواسون معادله از حاصل یلیتحل بسته

 .بود کسانی یهندس و یکیزیف یپارامترها از استفاده

با استفاده از  b  شعاع به آبخوان یارهیدا دامنه مدل، نیدر ا

 هد دیشد بیش لیشد. به دل یسازگسسته یمثلث یهاالمان

 یبندمش از هیناح نیا در پمپاژ، چاه مجاورت در یکیدرولیه

 معادله. گردد حفظ محاسبات دقت تا شد استفاده زیر اریبس

 لمانا هر یرو یخط شکل توابع با و لیتبد فیضع فرم به حاکم

 رزم یرو( صفر)هد  کلهیرید یمرز شرط. شد زده بیتقر یمثلث

. شد اعمال یمرز یهاگره به میطور مستقبه (r=b) یخارج

عنوان هب (r₀,θ₀) تیموقع در زین چاه به مربوط یانقطه چشمه

. پس از دیها منظور گردالمان یبندترم شار در فرمول کی

 یتمام محاسبات بیترک قیمعادلات از طر ستمیس لیتشک

 هد عیحل شد تا توز MATLAB در ستمیس نیها، االمان

 .دیآ دستبه دامنه سراسر در یکیدرولیه

 سطح فتا ،یعدد و یلیتحل جینتا نیب انطباق یکم یابیارز یبرا

 .(۰)شکل  شد سهیمقا درجه ۰۵ و درجه ۰/97 امتداد دو در آب

 مربعات نیانگیم شهیو ر (R²) نییتع بیضر یآمار یهاشاخص
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 ریمقاد که (۳۰و  ۳2)روابط  دیمحاسبه گرد (RMSE) خطا

دهنده نشان جینتا نیدست آمد. ابه ۵9/۵ و ۰9/۵ بیترت به آنها

 مجموعه دو نیتوجه ب و انطباق قابل خوب اریبس یهمبستگ

 یلیتحل حلراه نانیاطم تیقابل و صحت ت،ینها در و است داده

 . کندیم دییشده را تأ ارائه

(۳2) 2

2

1

1

( 1)

( )
n

i i

i

SSE
R

V n

SSE P O







 

 

(۳۰) 
2

1

( )
n

i i

i

P O

RMSE
n








 

حاصل از های : واریانس دادهvها، : تعداد دادهnدر این روابط 

: مقدار iOاز حل تحلیلی،  دست آمدههب: مقدار iPتحلیلی و حل 

 سازی عددی است. شبیهاز  دست آمدههب

 هد هيدروليکي بدون بعدهای همتراز منحني -0شکل 

 

 

 مقايسه حل تحليلي با حل عددی -1شکل 

های مختلف با نتایج مطالعات های این تحقیق از جنبهیافته

ه مقایسقابل ها سازی تحلیلی آبخواندر حوزه مدل یانپیشین

های حلعمده راه :ایهای غیردایرهمقایسه با هندسه است:

هایی با هندسه تحلیلی پیشین بر آبخوان

-Asadi) مثلثی ،(Mahdavi, 2015) مستطیلی

Aghbolaghi and Seyyedian, 2010)  نهایت بییا نیمه

 .Asadi- Aghbolaghi et al اند. برای مثال،متمرکز بوده

حل تحلیلی برای آبخوان مثلثی با استفاده از راهک ی  (2010)

 و بسط فوریه ارائه کردند که علیرغم در مجازیهای روش چاه

های هضحونظرگرفتن مرزهای واقعی و ناهمگونی، ذاتاً برای 

حل حاضر با ارائه یک فرم بسته ریاضی  مثلثی کاربرد دارد. راه

را پر  این زمینهای محدود، شکاف موجود در دایرهه ضحوبرای 

های مختلف های عددی که برای هندسهکند. برخلاف روشمی

 اهسازی دارند، این رهستند ولی نیاز به گسسته استفادهقابل 

حل دقت تحلیلی را برای یک هندسه خاص اما متداول در 

های های کارستی یا محصورشده با گسلطبیعت )مانند آبخوان

 .آوردحلقوی( فراهم می

روش به کار رفته در این تحقیق  :حلاز نظر روش ه مقایس

ین است. ا بسط سری فوریه و تابع گرین مبتنی بر ترکیب

 از روش نیمهه ک  Mahdavi et al. (2014) تحقیقرویکرد با 

ای های ذوزنقهتحلیلی مبتنی بر حساب تغییرات برای آبخوان

 Intaraprasong and Zhan استفاده کردند و نیز با مطالعه

سازی ناحیه آبگیری از تبدیل لاپلاس برای مدله ک  (2007)

ل حبین دو نهر بهره بردند، قابل مقایسه است. نقطه قوت راه

و تبدیل آن به  شدن تحلیلی سری نامتناهی جمع حاضر،

در مقاله( است که  ۳۰و  ۳۳فرمول جبری فشرده )روابط 

هایی  که نیاز به ارزیابی از روش ترسادهمحاسبات را بسیار 

 . کندمی ،عددی چندین جمله از یک سری دارند

ابه مش ،نتایج این تحقیق در راستای کاربردهای عملیهمچنین 

Aghbolaghi-Asadi  با مطالعات پیشین است. همانطور که

et al. (2013)  های بحرانی پمپاژ برای تعیین بررسی نرخه ب

حل حاضر نیز یا رودخانه( پرداختند، راهمنبع آب چاه )آبخوان 

ین تعی و سازی مکان چاهبهینه تواند برایطور مستقیم می به

شود. شکل استفاده ای های دایرهدر آبخوان محدوده نفوذ

همچنین، قابلیت محاسبه میدان سرعت جریان )با استفاده از 

ترسیم  گیری از تابع پتانسیل( امکانو مشتق ۳7رابطه 

پذیری آبخوان را فراهم و تحلیل آسیب های جریانمسیر

 .Xie et al مانند محققانیکار  تکمیل کنندهآورد که می
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کنش زمینه بررسی انتقال آلاینده در برهمر د  (2016)

  .آبخوان است-رودخانه

 Kuang and Yeh شده، مشابه آنچه ارائه چارچوب روش

های آبخوان دریافته  حل تعمیمارائه یک راهرای ب  (2011)

قابلیت توسعه برای  نشتی تحت اثر جزر و مد انجام دادند،

تواند اساس کار برای را دارد. این روش می ترشرایط پیچیده

های ای با ویژگیهای دایرههای تحلیلی آبخوانحلتوسعه راه

ناهمگن، ناهمسان یا تحت شرایط مرزی غیردیریکله )مانند شار 

 .کیبی( قرار گیردثابت یا مرز تر

 

  گيرینتيجه

 حل ریاضی دقیق و کامل برای محاسبه در این تحقیق، یک راه

ای تحت افت سطح آب و پتانسیل جریان در یک آبخوان دایره

 ،سری فوریه و تابع گرین پمپاژ ارائه شد. با استفاده ازاثر 

بسته یا فرمول نهایی  حل و به یک بر جریان ی حاکممعادله

closed form ( ۳۰و  ۳۳روابط ) تبدیل گردید. این فرمول

به کار ( ۳7 معادلهی میدان جریان )مستقیماً برای محاسبه

  .رود و برای هر محل چاه درون آبخوان قابل استفاده استمی

 :بررسی نتایج نشان داد

 ترین و با فاصله گرفتن از در نزدیکی چاه عمیق مخروط افت

 .شودتر میعمقآن، کم

  سطح دلیل قرار نداشتن چاه در مرکز دایره، خطوط همبه

 .آب )کانتورها( شکل متقارنی ندارند

 حل با نتایج روش عددی اجزای محدود  ی این راهمقایسه 

دقت  یدهندهکند که نشانها را تأیید میتطابق عالی آن

 .شده است روش ارائه بالای

در راستای تخمین سریع تواند حل تحلیلی می این راه

بهترین مکان حفر چاه تشخیص و   ی تأثیر چاه پمپاژمحدوده

 های کارستی( شکل )مانند برخی آبخوان ایهای دایرهدر آبخوان

روش قابلیت  ، اینهمچنین ابزاری مفید برای مهندسان باشد.

 . داردنیز تر را گسترش برای شرایط پیچیده

 و تشکر يرتقد

اس پ شهرکرد به یکشاورز یجآموزش و ترو یقات،از سازمان تحق

طرح  یآن در اجرا یجکه نتا یقتحق ینا ازارزنده  هاییتحما

ه در دشت شهرکرد با استفاد ینفرونشست زم یلپتانس یبررس

آب  یسازو مدل یرادار یتفاضل یسنجتداخل یهااز روش

 دد. گرمی قدردانی صمیمانه گیردیمورد استفاده قرار م یرزمینیز

 

 يسندگانتضاد منافع نو

 مسئله ینوجود ندارد و ا یتضاد منافع گونهیچمقاله ه یندر ا

 .است یسندگانهمه نو ییدمورد تا

 

 مشارکت نويسندگان

پژوهش به  یندر انجام ا یسندگانمشارکت نو یزاننحوه و م

 است: یرصورت ز

ارائه حل تحلیلی معادله حاکم بر جریان آب اول:  نویسنده

 و افزار میپل برای ترسیم نتایجنویسی در نرم زیرزمینی، کد

 و نگارش مقاله نمودارها

  جیکنترل نتا و مقاله یرایشو ،هاخروجی یلدوم: تحل نویسنده

 

 ياصول اخلاق

 یاثر عمل ینرا در انجام و انتشار ا یاصول اخلاق نویسندگان

 .باشدیهمه آنها م ییدموضوع مورد تا یناند و انموده یترعا
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